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1 Problématique : Estimation de copules
On considèrera des estimateurs non paramétriques de fonctions de répartition (ou densité) de co-

pules. Les besoins décrits ci-dessous concernent un très grand nombre de projets au sein d’EDF. No-
tons que ces travaux font écho aux problématiques étudiées dans le cadre du partenariat OpenTURNS
(www.openturns.org), qui propose notamment dans sa feuille de route, le développement d’indices de
sensibilité différents de ceux reposant sur la décomposition de la variance (indices de Sobol). Les indices
de Csiszar répondent à cet objectif.

De plus, le partenaire Airbus d’EDF au sien du partenariat OpenTURNS développe depuis plusieurs
années en collaboration avec le LIP6 (Université Paris Sorbonne) une technique d’apprentissage de lois en
grande dimension sur la base de graphes de réseaux bayésiens. L’établissement des tests d’indépendance
conditionnelle simplifiera cet apprentissage en permettant l’exploitation de structures particulières de
dépendance.

Par exemple, on pourra considérer en introduction un estimateur à partir de la copule de Bernstein
qui est paramétrée par un nombre de points. Toutefois l’estimation optimale de ses paramètres est difficile
et dépend de l’usage que l’on fait de l’etimateur, voir par exemple [1].

2 Besoins de techniques d’estimation de copules
L’estimation d’une copule permet de répondre aux besoins suivants.

2.1 Besoin principal : Calcul de divergences de Csiszar
Si P et Q sont deux mesures de probabilité absoluement continues par rapport à la mesure de Lebesgue,

de densité p et q respectivement, et si f est une fonction convexe positive définie sur R+ telle que f(1) = 0,
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alors on peut considérer la divergence suivante :

Df (P ||Q) =

∫
Ω

f

(
p(x)

q(x)

)
q(x)dx ∈ [0,+∞]

Les auteurs de [3] et [4] ont défini un indice de sensibilité basé sur la divergence de Csiszar :

S = EX [Df (pY ∥pY |X)] = Df

(
pY⊗X∥p(Y,X)

)
.

Il est facilde de voir que, avec Π la loi uniforme sur [0, 1]2 :

S = EX [Df (pY ∥pY |X)] = Df

(
Π∥c(Y,X)

)
(1)

Cet indice de sensibilité basé sur la divergence de Csiszar ne repose donc pas sur la décomposition de
la variance (part de la variance d’une variable due à la variance d’une autre variable). Il s’intéresse à
l’influence de toute la loi d’une variable sur la loi d’une autre.

Si la fonction f est la fonction log, alors Df (P ||Q) est l’entropie relative entre P et Q. En particulier,
S dans (1) est l’entropie de la densité de copule c. Il existe des résultats sur l’estimation d’une entropie
d’une densité de probabilité multivariée, e.g. [12] pour les lois discrètes et [11] pour les lois continues.

Une question est donc de généraliser ces approches à des fonctions f plus générales en vue d’améliorer
les vitesses d’estimation des copules en présence de certaines structures de dépendance (par exemple
quand des coordonées sont indépendantes conditionnellement aux autres).

Usage 1 : Sensibilité d’une variable scalaire Y à une variable scalaire X - Test d’indépen-
dance - Hiérarchisation

On suppose que Y = g(X), avec Y scalaire et X vectoriel. Le calcul des indices de Csiszar servent à
plusieurs objectifs :

— Calculer la sensibilité de Y par rapport à Xi : définition d’un estimateur Ŝi de l’indice de Csiszar
Si et détermination de sa loi pour associer à chaque valeur un quantile.

— Réduire la dimension de X sur la base de tests d’indépendance entre Y et Xi : estimation de la loi
de Ŝi pour voir si Si est significativement différent de 0.

— Hiérarchiser les influences pour prioriser les actions de design : on suppose que S1 > S2. On dispose
de n points et des estimations de Ŝ1 et Ŝ2. Quel est l’écart S1 − S2 minimum qui garantisse que
P(Ŝ1 > Ŝ2) ≥ 1 − α pour un niveau de confiance (1 − α). Pour cela, il est nécessaire de disposer
de la loi jointe de (Ŝ1, Ŝ2).

Il est naturel de généraliser cette approche à plusieurs variables et de calculer la probabilité (test,
niveau de confiance) pour que la hiérarchisation basée sur les estimateurs soit la vraie hiérarchisation.

Usage 2 : Tests d’indépendance conditionnelle (grande dimension et sparsité)

Dans notre contexte, l’indice de Csiszar permet de comparer les lois L(X,Y,Z) et L(X,Z)⊗(Y,Z) où
dim(X) = dim(Y ) = 1 et dim(Z) = d (avec d grand). Remarquons que pour la loi L(X,Z)⊗(Y,Z), les
variables aléatoires X et Y sont indépendant conditionellement à X.

L’objectif est de découvrir une structure de dépendance creuse de grande dimension (d grand) à partir
d’un échantillon multivarié. Ce problème a été considéré par [13], voir aussi les références là-dedans, avec
la séparation mesurée par la variation totale.
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2.2 Autres besoins
Besoin 2 : Echantillonnage d’une loi multivariée. L’estimation de la fonction de répartition
d’une copule de loi multivariée permet d’échantillonner cette loi et d’effectuer des transformations iso-
probabilistes pour le calcul de probabilité de dépassement de seuil.

Besoin 3 : Détection d’outliers. L’objectif est de détecter dans un nuage de points multivariés, ceux
qui sont associés à une vraisemblance très petite du modèle. Il est alors nécessaire d’estimer au mieux la
densité de la copule.
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